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RESUMO

Este trabalho apresenta um modelo analitico para o dimensionamento de sapatas angulares combinadas
submetidas a uma carga axial e dois momentos fletores ortogonais para cada pilar que leva em
consideracdo a pressdo real do solo sob a sapata, e a metodologia é baseada no principio de que a
integracdo da forca cortante € o0 momento. O projeto atual considera a pressdo maxima em todos 0s
pontos de contato. Este modelo é verificado pelo equilibrio das forcas de cisalhamento e momentos. A
aplicacdo do modelo € apresentada por meio de um exemplo numérico. Portanto, o modelo proposto é o
mais adequado, pois gera um melhor controle de qualidade dos recursos utilizados.
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An analytical model for the design of corner combined footings.

ABSTRACT

This work shows an analytical model for the design of corner combined footings subjected to an
axial load and two orthogonal flexural moments per each column. It considers the real pressure on
the ground below of the footing, and the methodology is based on the principle that the integration
of the shear force is the moment. The current design considers the maximum pressure at all contact
points. This model is verified by equilibrium of shear forces and moments. The application of the
model is presented by means of a numerical example. Therefore, the proposed model is the most
appropriated, because it generates better quality control in the resources used.

Keywords: corner combined footings; analytical model for design; flexural moments; flexural
shearing; punching shearing.

Un modelo analitico para el disefio de zapatas combinadas de esquina

RESUMEN

Este trabajo muestra un modelo analitico para el disefio de zapatas combinadas de esquina
sometidas a una carga axial y dos momentos flexionantes ortogonales por cada columna. El modelo
toma en cuenta la presion real del suelo debajo de la zapata, y la metodologia se basa en el principio
de que la integracion de la fuerza de corte es el momento. El disefio actual considera la presion
maxima en todos los puntos de contacto. Este modelo se verifica por equilibrio de fuerzas de corte
y momentos. La aplicacion del modelo se presenta por medio de un ejemplo numérico. Por lo
tanto, el modelo propuesto es el méas apropiado, ya que genera un mejor control de calidad en los
recursos utilizados.

Palabras clave: zapatas combinadas de esquina; modelo analitico para disefio; momentos
flexionantes; cortante por flexion; cortante por penetracion.
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1. INTRODUCAO

Uma fundacdo ou mais comumente chamada de base que é o elemento de uma estrutura
arquitetonica que a conecta ao solo e que transfere as cargas da estrutura para o solo. As fundagdes
sdo divididas em dois tipos, rasas e profundas (Bowles, 2001; Das et al., 2006).

As fundacOes rasas para pilares séo de cinco tipos principais: 1) sapatas corridas; 2) sapatas
isoladas; 3) sapatas combinadas suportando dois ou mais pilares; 4) sapatas de cintamento ou de
balanco; 5) lajes de fundacéo ou radier que cobrem toda a area de fundacéo (Bowles, 2001).

Uma sapata combinada é necessaria para apoiar um pilar que esta localizada muito perto do limite
da propriedade, de modo a nédo invadir a propriedade adjacente. A base combinada pode ser uma
laje de espessura uniforme ou uma viga em T invertida. Se o tipo de laje da sapata combinada for
usado para apoiar dois ou mais pilares (geralmente dois), a laje deve ter uma forma retangular,
trapezoidal ou em forma de T quando um pilar esta mais carregado do que o outro (Kurian, 2005;
Punmia et al., 2007; Varghese, 2009).

A pressédo do solo sob uma sapata depende do tipo de solo, da rigidez relativa do solo e da sapata
e da profundidade da fundacdo ao nivel de contato entre a sapata e o solo.

A Figura 1 mostra a distribuicdo da pressdo do solo sob a sapata de acordo com o tipo de solo e a
rigidez da sapata (Bowles, 2001).

T I JIT, JL, T1

(a) Sapatarigida (b) Sapata rigida (c) Sapata flexivel (d) Sapata flexivel (e) Distribui¢do
sobre sobre sobre sobre uniforme usada
solo arenoso solo argiloso solo arenoso solo argiloso no projeto
Figura 1. Presséo abaixo da sapata

=L_oL_L.=

Estudos sobre estruturas de fundacdo e modelos matematicos para sapatas tém sido investigados
com sucesso em varios problemas de engenharia geotécnica. As principais contribuicdes de varios
pesquisadores na ultima década sdo: “Comportamento de sapatas retangulares carregadas
repetidamente em areia armada” (El Sawwaf e Nazir, 2010); "Vibracdo nao linear de placas de
compésito hibrido em fundacg6es elasticas™ (Chen et al., 2011); "Tabelas de projeto estocastico para
capacidade de carga da sapata” (Shahin e Cheung, 2011); “Otimiza¢ao de particulas modificadas
para projeto ideal de suporte estendido e muro de contencao” (Khajehzadeh et al., 2011); “Projeto
de sapatas retangulares em novo modelo” (Luévanos-Rojas et al., 2013); “Projeto de sapatas
circulares isoladas em novo modelo” (Luévanos-Rojas, 2014a); “Projeto de sapatas retangulares
combinadas com um limite usando um novo modelo” (Luévanos-Rojas, 2014b); “Determinacao
dos estados limites ultimos de fundacgdes de superficie usando a abordagem de programacéo de
expressao génica (GEP)” (Tahmasebi poor et al., 2015); “Projeto de sapatas combinadas de aresta
trapezoidal em um novo modelo” (Luévanos-Rojas, 2015); “Novo método iterativo para calcular a
tensdo na base da sapata sob flexdao biaxial” (Aydogdu, 2016); “Um estudo comparativo para o
dimensionamento de sapatas retangulares e circulares isoladas usando novos modelos” (Luévanos-
Rojas, 2016a); “Influéncia da rigidez das sapatas na resisténcia a punc¢ao” (Fillo et al., 2016); "Um
novo modelo para o projeto de sapatas de divisa retangulares combinadas com dois lados opostos
restritos” (Luévanos-Rojas, 2016b); “Projeto estrutural de sapatas de pilares isoladas” (Abdrabbo
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et al., 2016); “Projeto ideal para sapatas retangulares isoladas usando pressdo real do solo”
(Luévanos-Rojas et al., 2017a); “Elementos finitos e analise experimental de sapatas de diferentes
formatos na areia” (Anil et al., 2017); “Um estudo comparativo para o projeto de sapatas
combinadas de formas trapezoidais e retangulares usando novos modelos” (Luévanos-Rojas et al.,
2017b); “Desempenho de sapatas isoladas e dobradas” (El-kady e Badrawi, 2017); “Anadlise e
projeto de varios tipos de sapatas isoladas” (Balachandar e Narendra Prasad, 2017); “Um novo
modelo para sapatas combinadas em forma de T Parte II: Modelo matematico para design”
(Luévanos-Rojas et al., 2018); “Resisténcia ao pungoamento de sapatas de concreto armado:
avaliagdo do codigo de projeto” (Santos et al., 2018); “Efeito de fundagdes de solo na resposta a
vibracdo de fundac6es de concreto usando um modelo matematico” (Dezhkam e Yaghfoori, 2018);
“Anadlise de ndo linearidade no estudo de fundacdes de grades rasas” (Ibrahim et al., 2018);
"Modelagem para sapatas combinadas Parte I1: modelo matematico para projeto™ (Yéariez-Palafox
et al., 2019); "Método numérico para a analise e dimensionamento de sapatas quadradas isoladas
sob carga concéntrica™ (Magade e Ingle, 2019).

O documento relacionado a este trabalho é: "O dimensionamento ideal para sapatas de canto
combinadas" para obter apenas a &rea minima da superficie de contato no solo entre o solo e a
sapata (L6pez-Chavarria et al., 2017), mas este documento ndo apresenta o projeto de sapatas de
canto combinadas (inclinag&o efetiva e ago de armadura).

Este documento mostra um modelo analitico para o projeto de sapatas de canto combinadas sujeitas
a uma carga axial e dois momentos de flex&o ortogonais para cado pilar, e a pressdo do solo na
sapata € apresentada como uma funcdo dos efeitos gerados por cado pilar, e a metodologia é
baseada no principio de que a integracdo da for¢a cortante ¢ 0 momento. O projeto atual considera
a pressdo maxima em todos 0s pontos de contato, pois o centro de gravidade da sapata é forcado a
coincidir com a posicao da forca resultante das cargas. Este modelo é verificado pelo equilibrio das
forcas de cisalhamento e momentos. A principal vantagem do modelo proposto é apresentar o
momento, o cisalhamento na flexdo e a pun¢éo por meio de equacbes analiticas. Portanto, 0 modelo
proposto serd 0 mais adequado, pois gera um melhor controle de qualidade nos recursos utilizados
(méo de obra, materiais, pequenos equipamentos, etc.), pois se ajusta as condi¢des da real pressdo
do solo.

2. FORMULACAO DO MODELO PROPOSTO

As secdes criticas para sapatas de acordo com o cddigo sdo (ACI 318S-14, 2014): 1) O momento
esta localizado na face do pilar; 2) A cortante de flexdo esta localizada a uma distancia "d" da face
do pilar; 3) O pungionamento ocorre a uma distancia ""d / 2" em ambas as dire¢des.

A carga axial e dois momentos fletores ortogonais (flexdo biaxial) de cada pilar aplicado na sapata
de canto combinada sdo mostrados na Figura 2 (a). A presséo sob a sapata de canto combinada que
varia linearmente, e a tensdo em cada veértice da sapata € apresentada na Figura 2 (b).
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(a) Cargas aplicadas sobre a sapata (b) Presséo embaixo da sapata
Figura 2. Sapata combinada de canto

Os esforgos na direcdo principal (eixos "X" e "Y") sdo obtidos:

R MXTy MyTX (1)
AT, T,

o(x,y) =

onde: R, Myt, MyT, A, Iy, € ly foram obtidas de (L6pez-Chavarria et al., 2017).

Os esforgos abaixo do pilar 2 (eixos “X2” e “Y2”) se encontram (ver Figura 3):

Pz n 12[MX2 + Pz(b1 — C3)/2]y n 12My2X

op,(x,y) = 2
Os esforgos abaixo do pilar 3 (eixos “X3” e “Y3”) sdo obtidos por (ver Figura 3):

P, 12({My3 + P;(b, — c1)/2|x  12M
op, (x,y) = 34 [ y3 3Dz 1)/ ] n x3Y 3)

wsb, W3b23 w33b,
onde: w e w3 sdo as larguras da superficie de analise nos pilares 2 e 3: wa =c2+d, w3 =cs + d.
2.1 Cortantes por flexdo e momentos flexionantes
As secOes criticas para momentos fletores sdo apresentadas nos eixos: a'-a ', b'-b', c'-c ', d'-d', e'-e ',

f-f,g'-g ', h-h', i'-i 'e j'-j' (consulte a Figura 3). As secdes criticas para cortantes de flexdo séo
apresentadas nos eixos: k'-k ', I'-I'' m'-m ', n'-n', 0'-0 ', p'-p', g -q' e r'-r ‘(consulte a Figura 4).
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Figura 4. Sec0es criticas para cortantes por

Figura 3. Secdes criticas para momentos de flexao flexdo

Nota: Quando os momentos em torno do eixo X sdo obtidos, 0s momentos em torno do eixo Y sdo
considerados iguais a zero. Quando 0os momentos em torno do eixo Y sdo obtidos, 0s momentos
em torno do eixo X ndo tém influéncia. Porque estes sdo eixos perpendiculares uns aos outros.

2.1.1 Cortantes de flexdo e momentos em torno de um eixo paralelo ao eixo “X>” de —b1/2 <y»
<bi/2 —c3/2

A cortante " Vy," é encontrada através do volume de pressdo da area formada pelo eixo " X" com
largura " wo = c2 + d " e a extremidade livre (lado interno) da sapata:

V2 wy/2
vy, =— J op, (x,y)dxdy
—-b1/27-wy/2 (4)

_ Pz[lz(bl - C3)}’22 + 4b12Y2 - blz(bl - 3C3)] _ 3Mx2(4}’22 - blz)
4b,3 2b,?

Ao integrar a equacdo (4) em relacdo a " y>", obtém-se:

_ Py, [4(b1 - Cs)}’z2 + 2b12YZ - b12(b1 - 3C3)] _ Mx2Y2(4Y22 - 3b12) n

My = C (5)
2 4b,° 2b,° !
onde: Mxz é e momento ao redor do eixo “X2” e Vy2 € a cortante a uma distancia “y,”.
Agora, substituindo “y2 = — b1/2” e “Mx2 = 0” na equagao (5) e a constante “C1” é:
P,(b; — 2¢c3) + 4M
Cl — 2( 1 3) X2 (6)
8
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Substituindo a equacéo (6) na equacdo (5) e a equacdo do momento generalizado é apresentada a
sequir:

My = Py, [4(b1 - C3)Y22 + 2b12}’2 - blz(bl - 3C3)] Mx2Y2(4Y22 - 3b12)
X, = — _

2 4b13 2b13 (7)
Pz (bl - 2C3) + 4MX2
8

2.1.2 Cortantes por flexdo e momentos sobre um eixo paralelo ao eixo “X” de yn — C3/2 <y <y
A cortante "Vy" é encontrada através do volume de presséo da area formada pelo eixo "X" com
largura "a" e a extremidade livre (lado superior) da sapata:

Yb ¥b
Vy = — J. J. o(x,y)dxdy
y Xp—a

8
__Ra(yy—y) Myra(yp® —y?) Myraxy —a)(yp —y) ®)
B A 21, 21,
Por integracdo da equacdo (8) com respeito a "y", obtemos:
Ray;(2y, —y)  Myray:(3yp” —y?)
My = — - 9
X 2A 61, G2 ®)
onde: Mx é 0 momento em torno do eixo "X" e Vy € a cortante na distancia "y".
Agora, substituindo "y = yp " e " Mx = 0" na equagdo (9) e a constante "C," é:
Ray,? M,ray,®

2A 31,

Substituindo a equacdo (10) na equacdo (9) e a equacdo do momento generalizado é apresentada
COMO segue:

_ Ra(yp —y)? N M,ra(2yp® — 3yp2y +y?)
X 2A 61,
Substituindo "y = yp — ca/ 2" na equagdo (11) para obter o momento em torno do eixo localizado
no centro do pilar 1 e 2" Mcap":

(11)

Rac;” n Myracs?(6yy, — c3)

M = 12
/27 gA 481, (12)

2.1.3 Cortantes por flexido e momentos sobre um eixo paralelo ao eixo “X” de y» — b1 <y <yp—
C3/2

A cortante " V" é encontrada através do volume de pressdo da area formada pelo eixo "X" com
largura "a" e parte superior da sapata:
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Yb Xb
Vy, =P +P, - f f o(x,y)dxdy
y -

o 2 _ 2 (13)
Ra(yp —y) Myra(yp® —y*)  Myra(2x, —a)(yp —y)

A 21, 21

:P1+P2_
y

Ao integrar a equacdo (13) com respeito a "'y", obtemos:

Ray: (2yp —y)  Myray: Gyn® —y?)

My = (P, + P,)y — 14
x = (P + Py oA 61, + C3 (14)
Agora, substituindo “y = yp —€3/2” e “Mx = Mc3jz — Mx1 — Mx2” na equacao (14) e a constante “C3z”
é:
Ray,” = Myrayy® C3
35 5A + 3L, (P, + P;) (Yb - 7) — My1 — My (15)

Substituindo a equacdo (15) na equacado (14) e a equacdo do momento generalizado é apresentada
COmMO segue:

_Ra —y)°  MxraQyn® — 3yb’y +5°)

C3
x = L ~ (B +P) (Yo —y = %) = My~ My, (16)

2

Substituindo “y = y» — b1” na equagdo (16) para obter o momento ao redor do eixo b’-b” “Mp1”:

C3

Rab12 M Tab12(3Yb —b,)
= +—= —(PL+P) (b1 - ?) — My; — My, (17)

b1 ™24 61,

2.1.4 Cortantes por flexdo e momentos sobre um eixo paralelo ao eixo “X” de yn — L, — C3/2 <y
<y -bs

A cortante “Vy” € encontrada através do volume de pressao da area formada pelo eixo “X” e a parte
superior da sapata:

Yb Xb yb—b1 rXp
Vy, =P +P, - f f o(x,y)dxdy — f f o(x,y)dxdy
Yyb—b1“xp—a y Xp—bs

R[ab; + b,(y, —y — by)]

= P1 + PZ -
i 2 _ 2 (18)
_ Myr{ab; (2yy —by) + b, [(yp —b1)* —y°1}
214
B Myr[ab; (2xp —a) + b, (2xp — by)(yp, —y — by)]
21,
Ao integrar a equacao (18) com respeito a "'y", obtemos:
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Ry[2ab; + b, (2y, —y — 2by)]
My = (P, +P)y — — :

M,ry{3ab; (2ys — by) + by [3(ys — by)? — y2]} (19)

Agora, substituindo “y = yp — b1” e “Mx = Mp1” na equagdo (19) e a constante “Cy4” é:
C, = Rl[ab; (2yp, — by) + by (yp — bl)z] n MxT[ab1(3Yb2 — 3ypby + b12) + by (yp — b1)3]
* 2A 31, (20)

C3
— (P +P,) (Yb - ?) — My, — My,

Substituindo a equagédo (20) na equacdo (19) e a equacdo de momentos generalizados se apresenta
COmMO segue:

_ R[ab; (2y, — 2y — by) + by(yp, —y — b1)?] _ (P, + P,)(2yp — 2y — ¢3)

X 2A 2
MxTab1[2(3Yb2 — 3ypby + b12) - 3y(Q2yp — b1)]
+ 2l (21)
X
M, b, [y3 + —Db;)?(2y, — 3y — 2b
n xTb2ly (Yb 611) (2yp y 1] — M, — My,
X

Substituindo “y = yb — L2 — €3/2” na equagdo (21) para obter o momento ao redor do eixo localizado
no centro do pilar 3 “M2”:

_ R[ab1(2L2 + C3 - bl) + bz(Lz + C3/2 - bl)z]

My, . — (P, +Py)Ly
M,rab;>(3y, —by)  Myrb — L, —¢3/2)3 — (y, — by)3
n tab;“(3yp 1) N tb2[(¥p 2 3/2) (Yb 1)°] 22)
61, 61,
+ M,r{3[ayp* — (@ — by)(yp — by)?](L, + c3/2 — by)} ~ My, — M,

61,

2.1.5 Cortantes por flexdo e momentos sobre um eixo paralelo ao eixo “X” de yo —b <y <y, —
Lo —c3/2

A cortante “Vy” pode ser encontrada através do volume de pressao da area formada pelo eixo “X”
e a parte de cima da sapata:

Yb Xp Yb—b1 rXp
Vy, =P +P,+P; — j J o(x,y)dxdy — J f o(x,y)dxdy
Xp—a X

Yb—b1 b b b b—b2 b
M 2Xy, — 2Xy, — —y—
—R— yrlaby (2xy, —a) + b, (2x, — b)) (yp, —y — by)] (23)
21,
_ R[ab; + b, (yp, —y —by)] _ Myr{ab; (2y, —by) + by [(yp — bl)z - YZ]}
A A

Pela integracdo da equagdo (23), obtem-se:
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R[2ab; + b,(2y, —y — 2by)]y

MX:Ry—

e 22 (24)
MxT[3ab1(2}’b —by) +by[3(ypb — b)) —y ]]Y
— + Cs
6l
Agora, substituindo “y = yp — L2 — €3/2” e “Mx = M2 — Mx3” e a constante “Cs” ¢€:
R[ab;(2y, —b;) + b —b;)?] Myrlay,® —(@a—b —b,)3
Cs = [ab; (2yy, 1) 2(Yb 1) ]+ xr[ayp ( 2) b 1)°] +PL,
2A 31, (25)
R(2yp — ¢3)
— =5~ My — Mo — My

Substituindo a equacao (25) na equacao (24) e a equacdo dos momentos fletores generalizados é
apresentada a seguir:

R[b,y(2yp, —y — 2b;) —ab; (2yp, — 2y —b;) — b, (yp — b1)2]

My = PsL; —

2A
C3 MxT[ayb3 —(@a—by)(yp — b1)3]
- R(Yb —y—;) + 31, (26)
Myr{3ab; (2yp, — by) + by [3(yp — b1)2 - Yz]}y

- 6IX - Mxl - MXZ - MX3

Nas secOes seguintes, para obter as equacdes da cortante e dos momentos generalizados, é utilizado
0 mesmo procedimento utilizado anteriormente. Portanto, as equagdes para as cortantes de flexdo
e momentos generalizados sdo mostradas abaixo.

2.1.6 Cortantes por flexdo e momentos sobre um eixo paralelo ao eixo “Y3” de — by/2 < x3 < bo/2
—C1/2

W3/2 (X3
Vy, = — j j op, (x, y)dxdy
~b,/2

~Wa/2 @7)
P3[12(b; — c)x52 + 4by%x3 — by % (b, — 3¢y)]  3My3(4x32 — b,?)
- 4b,° 2b,°
Mo = _ P3x3[4(b, — ¢1)x3% + 2b,°x5 — by % (b, — 3¢y)] B My3x3(4x32 — 3b,?)
s 4‘b23 2b23 (28)
P3 (bz - 2C1) + 4‘My3
8

2.1.7 Cortantes por flexdo e momentos sobre um eixo paralelo ao eixo “Y” de xn — C1/2 <x < Xxv

Yb Xb
Vy=— f f o(x,y)dxdy
yb—b’x

29
CRbG =1 Myrb(2y, )Gy %) Myrb(sy? = x%) )
A 214 21y
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_ Rb(x, —%)? N Myrb(2xp,% — 3x,°x + x3)

30
2A 6, (30)

My

2.1.8 Cortantes por flexdo e momentos sobre um eixo paralelo ao eixo “Y” de x, — b2 <x <xp—
c1/2

Yb Xp
f o(x,y)dxdy
X

Rb(xp —x) Myrb(2yp, —b)(xp —%)  Myrb(xp® —x?)
A 21, 21,

VX=P1+P3_f

Yorb (31)

=P1+P3_

Rb(xp —x)2  Myrb(2xp> — 3xp%x + x%) c
vy = oA + 6Iy - (Pl + P3) (Xb — X — ?) - Myl - My3 (32)

2.1.9 Cortantes por flexdo e momentos sobre um eixo paralelo ao eixo “Y” de xp — L1 —Cy/2 <x
<xp—b2

Yo  [Xb Yb Xp—by
Vy=P +P;— f f o(x,y)dxdy — f f o(x,y)dxdy
Yb=b /Xp—bz Yb—b1 ’x

R[bbz + bl(Xb — X — bz)]

=P +P-
A (33)
_ Myr[bb, (2yp, — b) + by (2y, — by) (xp, — x = by)]
21,
B Myr{bb,(2xy, —by) + by [(xp — b)? — x*]}
21,
_ R[bby(2x, — 2x —b,) + by (x, —x —by)?] (P + P3)(2x, — 2x — ¢4)
Y- 2A 2
M,rbb,[2(3x2 — 3xpb, + by?) — 3x(2x, — b,)]
+ (34)
61,
M,rb, [x3 + (xy, — b,)?(2x,, — 3x — 2b
 Myrbi B + Gy = b2)?(2x, DI
6Iy y y

2.1.10 Cortantes por flexdo e momentos sobre um eixo paralelo ao eixo “Y” de xp —a <x <xp —
Li—ci/2

Yo (¥b Yb Xp—bz
Vi=P +P,+P; — j J o(x,y)dxdy — J f o(x,y)dxdy

M bth))—b2 b b Yb—blb b
M 2y — 2y — —X—
“R— «r[bb, (2yy, —b) + 12(I Vb 1)(Xp —x —b,)] (35)
X
B Myr{bb,(2xp — by) + by [(x — by)? — x*]} _ R[bb, + by (x, —x — b;)]
21y A
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R[b;x(2x, — x — 2b,) — bb,(2x, — 2x — b,) — b; (x, — by)?]

My = P,L; —

A
C1 MyT[bXb3 — (b —by)(xp — bz)?]
—R(xp—x— 7) + i (36)
M, 1{3bb,(2x, — b,) + b;[3(xp — by)? — x?]}x
yT 2(2Xp — by 113(Xp — by
- o — My, — My, — My,

2.2 Cortantes por puncao
As sec0es criticas para cortantes de punc¢do sdo mostradas na Figura 5.

2.2.1 Cortantes por puncéo para o pilar de canto (pilar 1)

A secdo critica para o pilar 1 é apresentada no perimetro formado pelos pontos 1, 7, 8 e 9 da sapata
(ver Figura 5). A cortante de puncdo é obtida pela carga axial do pilar 1 menos o volume de presséo
da area delimitada pelos pontos 1, 7, 8 e 9:

Yb Xbp
Vo1 =P — J j o(x,y)dxdy

Vp—C3—d/2 Vxp—c,—d/2
o My — ¢ = d/2)(c + d/2)(c; + d/2) -
! 21,
_ Myr(2xp — ¢; —d/2)(cq +d/2)(c3 +d/2) B R(c; +d/2)(c3 +d/2)
21 A
| I T
[~ Y 7
! \ g@Q “ Iulff} 3 r\J’IlS ?
(2R R SR S S N ) IOy
B 4 n
X CGZ :

. 15
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Figura 5. Sec0es criticas para cortante de puncéo

2.2.2 Cortantes por puncao para o pilar limite (pilar 2)
A secdo critica para o pilar 2 é apresentada no perimetro formado pelos pontos 10, 11, 12 e 13 da
sapata (ver Figura 5). A cortante de puncao € obtida pela carga axial do pilar 2 menos o volume de
pressdo da area delimitada pelos pontos 10, 11, 12 e 13:
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Vb xp—Ly—(c1—cz)/2+d/2
Voo =P, — f f o(x,y)dxdy

yb—C€3—d/2 /xp—Li—(cy+cz)/2-t

o Myr(cy +d/2 +t)(c; +d/2)(2xp, — 2Ly — ¢y +d/2 —t)
: 21, (38)
Myr(cy +d/2 + t)(c3 +d/2)(2yp — c3 —d/2)

21,
B R(c, +d/2 +t)(c5 +d/2)

A

Nota: quando d/2 <a-—L;—(c1+C2)/2 >t=d/2,equandod/2>a—-L;—(C1+C2)/2 >t=a-L3
—(c1+c2)/2.

2.2.3 Cortantes por puncdo para o pilar limite (pilar 3)

A secdo critica para o pilar 3 é apresentada no perimetro formado pelos pontos puntos 14, 15, 16 e
17 da sapata (ver Figura 5). A cortante de puncdo € obtida pela carga axial do pilar 3 menos o
volume de pressdo da area delimitada pelos pontos 14, 15, 16 e 17:

yp—La—(c3—c4)/2+d/2 [ Xp
Vo3 = P3 — j j o(x,y)dxdy
Vp—L2—(c3+cy)/2-s Xp—C1—d/2
_p Myr(c, +d/2 +s)(c; +d/2)(2y, — 2L, —c3 +d/2 —s)
=P, —
A (39)
Myr(cy +d/2 +5)(cy +d/2)(2x, — ¢4 — d/2)
21,
R(cy, +d/2 +s)(c; +d/2)

A

Nota: quando d/2 <b—L>—(c3 + C4)/2 > s=d/2,e quando d/2>b—Lo—(Ca+C4)/2 > t=b—L>
— (c3 + ca)/2.

3. VERIFICACAO DO MODELO PROPOSTO

O modelo proposto neste documento é verificado da seguinte forma:

1.- Para os momentos fletores nos eixos Xz e X: Quando “y2 = - b1 / 2” ¢ substituido na equagao
(7), Mx2 = 0 ¢ obtido, se “y = yp” € substituido na equagdo (11 ) obtemos Mx = 0 e, substituindo
“y = ypb - b” na equagdo (26), obtemos Mx = 0. Portanto, as equacgdes para 0s momentos fletores
sobre os eixos Xz e X obedecem ao equilibrio.

2.- Para 0s momentos fletores nos eixos Yz e Y: Quando “x3 = - b2 / 2” € substituido na equagao
(28), My3 = 0 ¢ obtido, se “x = xp” ¢ substituido na equagdo (30 ) My = 0 € obtido, e substituindo
“x = xp - a” na equagdo (36), My = 0. Portanto, as equacdes para 0s momentos fletores nos eixos
Y3 e 'Y obedecem ao equilibrio.

3.- Para cortantes de flex@o nos eixos Xz e X: Quando “y> = - by / 2 ¢ substituido na equagio (4),
Vy2 =0 € obtido, se “y = yp” é substituido na equacdo ( 8) obtemos Vy = 0, e substituindo “y =y -
b” na equagao (23) obtemos Vy = 0. Portanto, as equacdes para as cortantes de flex&o nos eixos X>
e X obedecem ao equilibrio.
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4.- Para os momentos fletores nos eixos Y3 e Y: Quando “x3 = - b2 / 2” ¢é substituido na equagao
(27), Vx3 = 0 ¢ obtido, se “x = xp” ¢é substituido na equagdo (29 ) obtemos Vx = 0 e substituindo “x
= Xp - a” na equagdo (35), obtemos Vx = 0. Portanto, as equagdes para as cortantes de flexdo nos
eixos Yz e Y estdo de acordo com o equilibrio.

4. APLICACAO DO MODELO PROPOSTO

O projeto de uma combinacgdo de sapata de canto que suporta trés pilares quadrados é mostrado
abaixo com as seguintes informacdes: Os trés pilares sdo de 40x40 cm, Ly =5.00 m, L> =5.00 m,
H (profundidada da sapata) = 2.0 m, Ppz = 300 kN, Pr1 =200 KN, Mpx1 = 80 KN-m, Mix1 = 70 kKN-
m, Mpy1 = 120 KN-m, Myy1 = 80 kN-m, Pp2 = 600 kN, P2 = 400 KN, Mpx2 = 160 KN-m, Mrx2 =
140 KN-m, Mpy2 = 120 KN-m, Myy> = 80 kN-m, Ppz = 500 kN, Pr3 = 400 KN, Mpxz = 120 KN-m,
MLx3 = 80 kN'm, MDy3 = 150 kN'm, MLy3 = 100 kN-m, f’c = 28 I\/IPa, fy = 420 I\/IPa, qa = 252
kN/m?, y¢ (densidade do concreto) = 24 kKN/m?, vs (densidade de preenchimento do solo) = 15
KN/m?,.

As cargas e momentos atuando na sapata de canto combinada sdo: P1 = 500 KN-m, My; = 150 kN-
m, My1 = 200 KN-m, P2 = 1000 kN, My = 300 KN-m, My, = 200 KN-m, P3 = 900 kN, Myz = 200
KN-m, Mys = 250 kN-m.

A capacidade de suporte disponivel do solo é considerada omax = 213.00 kN/m?, devido a
capacidade de carga do solo “qa” o proprio peso da sapata ¢é subtraido (yc pela espessura da sapata),
e 0 peso préprio do preenchimento do solo (ys pela espessura do preenchimento).

Sustituindo “omax, L1, L2, P1, Mx1, My1, P2, Mx2, My2, P3, Mx3, My3s” nas equagdes (30) a (42) do
trabalho (L6pez-Chavarria et al. 2017), e a solucdo por software MAPLE-15 se obtém: Amin = 11.31
m?, Myt = — 8.65 kN-m, Myt = 9.49 KN-m, R = 2400 kN, a=6.36 m, b = 5.95m, b1 = 1.00 m, b,
=1.00 m, o1 = 211.31 KN/m?, 62 = 212.75 KN/m?, 53 = 211.78 KN/m?, 64 = 213.00 KN/m?, o5 =
212.77 kKN/m?, o6 = 213.00 kN/m?.

As dimensfes praticas da sapata combinada de canto que suporta trés pilares quadrados sdo: a =
6.40 m, b =6.00 m, by =1.00 m, b2 = 1.00 m. Agora, as dimensdes préaticas para verificar as tensdes
s&o substituidas no mesmo software MAPLE-15, e a solugio é: Amin = 11.40 m?, Myt = 27.89 kN-
m, Myt = 7.89 KN-m, R = 2400 kN, a=6.40 m, b =6.00 m, b1 =1.00 m, b, = 1.00 m, o1 = 212.30
KN/m?, 62 = 211.11 KN/m?, 63 = 211.34 KN/m?, 64 = 210.34 kN/m?, o5 = 207.68 KN/m?, 65 = 207.49
KN/m2,

As propriedades geométricas da sapata sd0: xp = 2.02 m, yp = 1.82 m, Ix = 36.21 m*, I, =42.73 m*.
As cargas fatoradas e 0s momentos que atuam na sapata sao: Pur = 680 KN, Mux1 = 208 KN-m, Myy1
=272 kN-m, Py2 = 1360 KN, Muyx2 = 416 KN-m, Myy2 = 272 KN-m, Py3 = 1240 kN, Muxs = 272 kN-
m, Mus = 340 kN-m. As cargas e momentos resultantes fatorados pelas equagdes (31) a (33)
(L6épez-Chavarria et al., 2017) sdo obtidas: Ry = 3280 kN, Muxt = — 4.21 kKN-m, Myt = 39.79 kN-
m.

O momento sobre 0 eixo a'-a' pela equagdo (7) € obtido “Mg = 289.15 KN-m” em y2> = b1/2 — 3. O
momento sobre o eixo b’-b’ pela equagao (16) ) € obtido “Mp = — 1335.85 kKN-m” em y = yp — b1.
Agora, substituindo os valores correspondentes na equagao (21) e diferenciando com relagao a “y”,
isso € igual a zero para obter a localizagdo do momento maximo “ym= 0.12 m”, posteriormente se
substitui na equacao (21), e o momento ¢ “M¢ = — 1405.08 kN-m”. O momento sobre o eixo d’-d’
pela equacdo (21) é obtido “Mg = 168.08 KN-m” em y = yp — L2 — €3/2 + c4/2. O momento sobre
o0 eixo e’-¢’ pela equagao (26) ¢é obtido “M¢ =51.87 KN-m” em y = yp — Lo — C3/2 — C4/2.

O momento sobre o eixo f*-f* pela equagdo (28) ) é obtido “M¢ = 238.18 kN-m” em x3 = b2/2 — C1.
O momento sobre o eixo g’-g’ pela equagdo (32) € obtido “Mg =— 1280.14 kN-m” em x = xp — bo.
Agora, substituindo os valores correspondentes na equagao (34) e diferenciando com relagdo a “x”,
1sso € igual a zero para obter a localizagdo do momento maximo “xm= 0.37 m”, posteriormente se
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substitui na equacao (34), e o momento ¢ “My = — 1339.60 kN-m”. O momento sobre o eixo i’-1’
pela equagdo (34) ¢ obtido “M;» = 278.39 KN-m” em x = xp — L1 — C1/2 + c2/2. O momento sobre o
eixo j’-j’ pela equacdo (36) € obtido “M;> = 141.97 KN-m” em x = xp — L1 — €1/2 — C2/2.

A escala efetiva no pilar 2 é: 18.33 cm. A escala efetiva para 0 momento maximo “M¢” é: 46.42
cm. A escala efetiva no pilar 3 é: 16.63 cm. A escala efetiva para 0 momento maximo “Mp” €
45.32 cm. A escala efetiva depois de fazer varias propostas é: d =92.00 cm, r =8.00 cm e t = 100
cm.

A Tabela 1 mostra as cortantes de flexao que atuam na sapata e aquelas resistidas pelo concreto de
acordo com a norma (ACI 318S-14).

Tabela 1. Cortantes por flexdo.

| Cortantes por flexao
. Largura de analise -
Eixos Coordenadas om Atuantes | Resistidos
kN kN
K’ y2=b1/2 —c3—d 132 0* 928.56
I y=yp—C3—d 100 114.14 | 703.45
m’ |y=Yyp—C3/2—-Lo+ca2+d 100 —684.15 | 703.45
n |y=Yyp—Ci2—Lr—ci2-d 100 0* 703.45
o’ X3=h2/2 —c1—d 132 0* 928.56
p’ X=Xp—C1—d 100 92.11 703.45
qQ [X=Xp—C1/2-Li+cC2+d 100 —699.81 | 703.45
r’ |y=yp—Cil2—-Lr—c42-d 100 22.68 703.45

* O eixo esta localizado fora da area da sapata.

A Tabela 2 mostra as cortantes de punc¢éo atuando na sapata e resistidas pelo concreto de acordo
com a norma (ACI 318S-14).

Tabela 2. Cortantes por puncao.

Cortantes por puncao

Pilar | Perimetro critico | Atuantes Resistidos

kN kN

1 bo=ci+cs+d | 466.23 |3629.81| 7500.95 |2348.70
2 |bo=co+2c3+2d| 1036.93 |6415.49]13112.93|4151.20
3 |bo=2ci1+cs+2d| 911.26 |6415.49|13112.93|4151.20

A Tabela 3 mostra 0 aco de armadura para a sapata combinada de canto (ACI 318S-14).

Tabela 3. A¢o da armadura da sapata.

Aco da armadura AC\:‘;}?
Armadura na parte superior com Aerma:duurraapnrwiir:ﬁirgzl ggég
3:)"?553 largura b Armadura proposta 45.63 t9®1”)
“y” Armadura na parte superior com Aggm?gl:;?u?g r 97.20
largura a = b2 Armadura proposta | 99.75 (35@3/4”)
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largura b — b1 —ws

temperatura

e Armadura principal 4.86
Armadura na parte inferior com —
largura b Armadura minima 30.67
Armadura proposta 35.49 (7917)
Armadura debajo de la columna 2 Armaddura prlpqlpal 8.37
com largura wa Armadura minima 40.48
Armadura proposta 42.75 (1503/4”)
Armadura na parte inferior com Armadura por 73.44
largura a — b2 — W2 temperatura
Armadura proposta 74.10 (2603/4”)
Armadura na parte superior com Armadura principal 40.06
Iarpura b P Armadura minima 30.67
g ! Armadura proposta 40.56 (801™)
. Armadura por
Armaduraltar;a lE)raarttc)a fubpenor com temperatura 90.00
g ! Armadura proposta 91.20 (3203/4™)
Direcdo o Armadura principal 8.07
; Armadura na parte inferior com —
do eixo largura by Armadura minima 30.67
“X” Armadura proposta 35.49 (701”)
. Armadura principal 6.88
Armadurig;blaé;) ﬂ(ﬁ;z\allvcolumna 3 Armadura minima 40.48
g 3 Armadura proposta 42.75 (1593/4)
Armadura na parte inferior com Armadura por 66.24

Armadura proposta

68.40 (240)3/4”)

Os efeitos que governam a espessura da sapata sdo os momentos de flexdo, as cortantes de flexao
e as cortantes de puncdo, e 0 aco da armadura é projetado por momentos. Para a espessura do
exemplo numeérico, o cisalhamento de flexdo no eixo q'-q ' governa (consulte a Tabela 1).

A Tabela 4 mostra o comprimento minimo de desenvolvimento para barras deformadas "l¢" e o
comprimento disponivel "l5". Portanto, o comprimento disponivel é maior do que o comprimento
minimo de desenvolvimento em ambas as direcdes (superior e inferior) (consulte a Tabela 4).
Portanto, ndo sdo necessarios ganchos para a sapata combinada de canto.

Tabela 4. Comprimento minimo de desenvolvimento e comprimento disponivel.

Localizacéo da

Comprimento de

Comprimento disponivel

Direcéo do eixo

Direcéo do eixo

armadura Yt | we=24 desenvg!:qlimento o oy
cm cm

Parte superior 13| 1.0 154.17 165 170
Parte inferior 1.0/ 1.0 96.00 140 100

A Figura 6 mostra 0 aco da armadura e as dimens@es da sapata de canto combinada em detalhes.

332

Um modelo analitico para projeto de sapata de canto combinadas

Luévanos Rojas, A., L6pez Chavarria, S., Medina Elizondo, M., Sandoval Rivas, R., Farias Montemayor, O. M.




Revista ALCONPAT, 10 (3), 2020: 317 — 335

40

L 500 801" 3503/4" ‘ E‘
f
o i el - l. - A\ )
|
= IR EE PR Lo ™
] : .
— ‘ !
: Zah L
A : : ‘ » 91" 2603/4” 1503/4”
I 132
132 150341 182 |< > 640
X 9201” C.G.Z. H & =
N H Seccion A-A
500 i H
600 |3203/4” 40
LT i
7017+ | [] T
& 2403/4” 931 3203/4”
150347 | ‘
T = — — )
—f 40 13 . g@ ‘E
I :l "“ . o » . ':FF(LTW
s | bk i _
% < - » 01" 2403/4” 1503/4”
: 132
B : 600 © >
100 ‘ i >
r—zof 438 |
= | Seccion B-B

Vista en planta

Figura 6. Projeto final da sapata combinada de canto
5. CONCLUSOES

O novo modelo apresentado neste trabalho € aplicado apenas para o projeto de sapatas de canto
combinadas. As consideracBes deste trabalho sdo: o membro estrutural é rigido e o solo que
sustenta a sapata é elastico e homogéneo, o que obedece a equacdo de flexdo biaxial, ou seja, a
presséo varia linearmente.

O novo modelo apresentado neste documento conclui o seguinte:

1.- A espessura das sapatas angulares combinadas é determinada pela resisténcia a flexdo e as
sapatas isoladas sdo determinadas pela resisténcia a puncao.

2.- O novo modelo ndo é limitado, enquanto o projeto atual considera que a pressao maxima em
todos os pontos de contato, ou seja, a for¢a resultante das cargas aplicadas coincide com a posicao
do centro geométrico da sapata.

3.- O novo modelo estad mais ajustado as condicdes reais em relacdo ao desenho atual, pois 0 novo
modelo leva em consideracdo a pressao linear do terreno e o desenho atual considera a pressao
uniforme sobre toda a superficie de contato e esta é a pressdo maxima.

4.- O novo modelo para o dimensionamento de sapatas de canto combinadas sujeitas a
carregamento axial e dois momentos em dire¢des ortogonais devido a cada pilar considera duas
linhas de propriedade restritas, mas pode ser aplicado a trés linhas de propriedade.

O novo modelo mostrado neste trabalho em termos de cargas aplicadas em cada pilar pode ser
aplicado a: 1) Carga sem momentos, 2) Carga e um momento (flexdo uniaxial), 3) Carga e dois
momentos ortogonais (flexdo biaxial).

Portanto, 0 modelo proposto é o mais adequado, pois gera um melhor controle de qualidade dos
recursos utilizados.

As seguintes investigagOes podem ainda ser implementadas: 1) Uma continuagédo deste trabalho
seria formular o custo minimo para as sapatas de canto combinadas; 2) Quando as sapatas de canto
combinadas suportam mais de dois pilares em cada direcéo; 3) O modelo proposto pode ser
estendido para o projeto de lajes de fundacdo; 4) Quando a sapata € movida sobre outro tipo de
solo, por exemplo em solos totalmente argilosos (solos coesos) ou em solos totalmente arenosos
(solos granulares), o diagrama de presséo e diferente do linear e o diagrama pode ser parabolico
(ver Figura 1).
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